
第一节 引言

第二节 根轨迹的基本概念
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第五节 参变量根轨迹族

第四章 根轨迹法



基本内容：
根轨迹的基本概念：根轨迹的概念，意义，举例。
绘制常规负反馈系统根轨迹的基本条件和基本规则。
参量根轨迹与多回路系统的根轨迹。
正反馈根轨迹的绘制。
迟后系统根轨迹。
增加开环零极点对根轨迹的影响。
利用根轨迹分析系统的暂态响应。

学习要求



了解根轨迹的概念、意义。
掌握绘制常规负反馈系统根轨迹基本条件和基本规则。
掌握参量根轨迹的绘制和正反馈根轨迹的绘制。
了解多回路控制系统的根轨迹和迟后系统根轨迹。
掌握增加开环零极点对根轨迹的影响。
了解利用根轨迹分析系统的暂态响应。

教学要求



A.闭环系统的稳定性和动态性能取决于闭环极点
（即特征方程的根）。

B.当待定参数变化时特征根随之变化。

C.用来研究根的变化规律以及和闭环系统性能间
的关系的方法，称为控制系统根轨迹分析法。

第一节 引言



4.2.1 根轨迹

根轨迹：开环传函某个参数由0～∞ 时闭环特征根

在S平面上移动的轨迹。

第二节 根轨迹基本概念
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X Y例：

1)开环传函:

开环极点:z1=0  ;z2= −2
开环零点: 无

2)闭环传函：
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4）闭环特征根：
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3) 闭环特征方程: s2+2s+K=0
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问题在于逐点计算工作量大。若
要更有效的绘制根轨迹就必须找
出绘根轨迹的规律…



闭环特征方程:
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（K称为根轨迹增益）

4.2.2.  根轨迹方程

−∞<Κ<∞完全根轨迹,简称全根轨迹。

0≤Κ≤∞常规根轨迹,简称根轨迹；
−∞<Κ≤0补根轨迹或余根轨迹；

或
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由根轨迹方程:

幅值条件方程(模相等) :

4.2.3     根轨迹满足条件

相角条件方程(相角相等):
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根轨迹上的点应同时满足上两个方程;

相角条件方程与K无关，幅值方程才与K相关;

相角条件是决定根轨迹的充要条件，s平面上一点s’若满足
相角条件即为根轨迹上的一点;

相角条件用来确定根轨迹点s=σ+jβ;

幅值条件用来确定对应的K。

注释：



试探法,任选s看是否满足相角条件；
按基本规则(如下节讲述)手工绘制；
用计算机绘制。

绘制根轨迹方法：



第三节 根轨迹绘制规则

[规则1] 根轨迹分支数=n
证： n阶特征方程有n个根，K从0→∞时，n个根随之变

化，故有n条根轨迹。



[规则2]：根轨迹起于开环极点，终于
开环零点或无穷远点，且终于无穷点
的分支数为n-m。

第三节 根轨迹绘制规则



终。或以

必有

时，必有起；当从

必有

时，必有知当

∞−∴

−=

=

=+

=+

∞=−∴

−==

=+

=+=

∏

∏

i

i

i

i

j

j

j

j

Zs
Zs
ni

Zs

Zs

KPs

Psnj

Ps

PsK

,,2,1
0)(

0)(

,,2,1

0)(

0)(0

L

L

证：由幅值条件 ：
KPs

Zs

j

i 1
)(
)(
=

+

+

∏
∏



证：特征根要么实根，要么为共轭复根，所以必与实
轴对称。

第三节 根轨迹绘制规则

[规则3]根轨迹与实轴对称



第三节 根轨迹绘制规则

[规则4] 实轴上根轨迹区段右边的开环
零点和开环极点总数为奇数。
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例：已知开环传函为

求根轨迹。

解：p1=0，p2=-3，p3=-4, z1=-1，z2=-2
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[规则5]有n-m条根轨迹分支沿渐近线趋于
无穷远，其渐近线与正实轴的夹角为：
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第三节 根轨迹绘制规则
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证1：设无穷远处有特征根S，则所有的开环有限
零极点到S的矢量的幅角可以认为是相等的，即
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则据幅角条件：
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证2：对于无穷远处的点S，所有有限的开环零
极点可记为一点，其位置为实轴上的一个−σ点
上。则由幅值条件可得到
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解

求根轨迹

已知例



定义：
根轨迹分离点⎯L条根轨迹在S平面上相遇又分开的
点 ,分离点为重根点,  L为重根数.
根轨迹分离角 ⎯进入分离点又分开的角度

r r
θf
sf

o

四重根 相邻极点间的分离点 相邻零点间的会合点
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[规则6]：分离点或会合点sf与分离角θ的
确立

第三节 根轨迹绘制规则
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解

求分离点和分离角
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其实应表达为：
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重根数L的判别：
(1) 从根轨迹图判别较容易，如：
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第三节 根轨迹绘制规则

【规则7】：起始（出射）角与终止（入射）
角的计算：
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[规则8]：根轨迹与虚轴上的交点对应的临界增益
可用jω代入特征方程中求出或利用劳斯判据求出。

第三节 根轨迹绘制规则
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的向量长度之积各零点到

的向量长度之积各极点到

1

1

i

j1

)z(s
)P(s

K 
1

s
s

−−
−−

+

+
=
∏
∏

【规则9】：根轨迹上的任意一点S1的k
值：

第三节 根轨迹绘制规则



例：求图中根轨迹上点s1的K
解：
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[规则10]：

若n-m≥2,则系统所有闭环特征根之和等于等于
开环特征根之和，并等于常数；

若n ≥ m，则系统有闭环特征根之积乘以(−1)n
等于闭环特征方程常数项。

第三节 根轨迹绘制规则
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因为闭环特征根之和为常数，所以对于n-m≥2
的系统，随K的变化，一部分根轨迹分支向左移
动，另一部分将向右移动。

该规则有两个作用：
（1）定性判断根轨迹的走向；
（2）已知几个闭环根可以求出其他
一个或两个根
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根轨迹绘制规则应用举例

G(s)

H(s)
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j;1p 6,-p- 5,p- 0,p- 4.5321 ±−=−=−==

解（1）因为1＋G(s)H(s)=0为5阶系统，故
根轨迹为5条；

（2）标出5个开环极点和1个开环零点;

-Z1=-3;

next
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(3)零点的个数为1，极点的个数为5，故n-
m=4条渐近线；
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(6) 根轨迹与虚轴的交点 (利用劳斯判据)：

闭环方程 : s5+13s4+54s3+82s2+(60+Κ)s+3Κ=0
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(7)确定分离点：
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增加开环零点将使根轨迹向
左半平面移动,使系统稳定性变好。

第四节 开环零极点对根轨迹的影响

1.增加开环零极点时

增加开环极点将使根轨迹向
右半平面移动,使系统稳定性变差;



举例验证 :  
①增加极点：
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1)                                 当a=1时根轨迹如图示.
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2)   加一个实极点 取 a=1, b=3  根轨迹如图.
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3)  加二个实极点 取a=1,b=3, c=5 
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4) 加一对复极点 取s1=3+10i ; s2=3-10i

图四
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增加开环极点将使根轨迹向
右半平面移动,使系统稳定性变差;



举例验证 : 
②增加零点：

)(
))(()()()3

)(
)()()()2

)(
)()()1

21

ass
ssssKsHsG

ass
bsKsHsG

ass
KsHsG

+
−−

=

+
+

=

+
=



1)                                           取a=1  根轨迹如图所示
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2)                                          取a=1, b=5    根轨迹如图所示
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3)                                          取a=5, z1=9+10i,  z2=9-10i
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③增加零点
例：
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增加开环零点将使根轨迹向

左半平面移动,使系统稳定性变好。



1)   加一个实极点 取 a=1, b=3  根轨迹如图.
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2）同时增加零极点 取 a=3,b=7,c=9 
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2. 移动开环零极点时
一般结论：根轨迹可能显著变化。
例：
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实际中有同时要研究几个参变量的情况。
这时可用参变量根轨迹族的方法。
绘制根轨迹族的原理和方法为嵌入法。
以二个参数根轨迹族为例：
设闭环特征方程：

K1，K2为可变参数，A(s)与参数无关。
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第五节 参变量根轨迹族



再令T≠0 则有
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可画根轨迹；

先令T=0 则有

K1和T为可变参数，试绘根轨迹族。

例:

解：闭环方程：

对于不同的K1可画出0<T<∞的根轨迹。



T=0,                                               K从0到无穷大变化的根轨迹
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当K1=3,T变化时的根轨迹
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当K1=6, T变化时的根轨迹
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当K1=20,T变化时的根轨迹
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当 K1=3,6,20     T变化时的根轨迹

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

10

Real Axis

Im
ag

A
xi

s



小 结








